
ãäå Ψ1(α),Ψ2(α) ñóòü O(α
5

4 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå äëÿ B(x, t) è (2) â (3),
îáîçíà÷àåì âíóòðåííèé èíòåãðàë â (3) ÷åðåç J . Ïîëó÷àåì

J =

{

1
α2

1

(1− chα1(1−x)shα1t

shα1

), t ≤ x,
chα1xshα1(1−t)

α2

1
shα1

, t > x.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ∆1(Tα,MB) = sup
0≤x≤1

{[ 1
4α1sh2α1

(ch2α1(1− x)sh2α1x+

+ ch2α1xsh2α1(1− x))− xch2α1(1−x)+(1−x)ch2α1x

2sh2α1

](1 +O(α))}
1

2 .

Äàëåå, çàìåíÿåì ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç
ýêñïîíåíòû, α1 âûðàæàåì ÷åðåç α, ó÷èòûâàåì, ÷òî 1+O(α)

1

2 = 1+O(α),
à

max
x∈[0,1]

[xe−2α1x + (1− x)e−2α1(1−x)] = e−α1,

è ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðåêò 10-01-

00270) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ-4383.2010.1).
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ÓÄÊ 517.984
Â.À. Þðêî

ÎÁÐÀÒÍÀß ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÍÀ ÍÅÊÎÌÏÀÒÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÅÒßÕ

1. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ
Áåññåëÿ íà íåêîìïàêòíûõ çâåçäîîáðàçíûõ ãðàôàõ. Äîêàçàíà òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ
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îáðàòíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è íà êîìïàêòíûõ ãðàôàõ
èññëåäîâàëèñü â [1�3] è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Ðàññìîòðèì íåêîìïàêòíûé çâåçäîîáðàçíûé ãðàô T â R
ℓ ñ

ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v0, . . . , vp} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E =
= {e0, . . . , ep}, ãäå ej = [vj, v0], j = 1, p � êîíå÷íûå îòðåçêè, à
e0 = [v0, vp+1) � ëó÷, vp+1 := ∞. Ïóñòü lj � äëèíà ðåáðà ej, j = 1, p.
Êàæäîå ðåáðî ej, j = 1, p, ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, lj]
òàê, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà vj ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à êîíå÷íàÿ òî÷êà v0
ñîîòâåòñòâóåò xj = lj. Ëó÷ e0 = [v0,∞) ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì
x0 ∈ [0,∞) òàê, ÷òî x0 = 0 ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå v0.

Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Y íà T èìååò âèä: Y = {yj}j=0,p, ãäå
ôóíêöèÿ yj(xj) îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej. Ïóñòü q = {qj}j=0,p �
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà T ; q íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Ðàññìîòðèì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà T :

−y′′j (xj) +
(ωj

x2j
+ qj(xj)

)

yj(xj) = λyj(xj), j = 0, p, (1)

ñî ñòàíäàðòíûìè óñëîâèÿìè ñêëåéêè â âåðøèíå v0 (ñì. [2]). Çäåñü ωj =
= ν2j −1/4, Re νj > 0, νj /∈ N, ν0 = 1/2, è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè

qj(xj)x
1−2Re νj
j èíòåãðèðóåìû íà ej. Ââåäåì ëèíåéíûå ôîðìû:

σjk(yj) := (−1)k−1〈yj(xj), Sj,3−k(xj, λ)〉|xj=0, k = 1, 2, j = 1, p,

ãäå 〈y, z〉 := yz′ − y′z, à {Sjm(xj, λ)}m=1,2 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé Áåññåëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ðåáðå ej òàêàÿ, ÷òî Sjm(xj, λ) ∼
∼ cjmx

µjm

j , xj → 0, µjm = (−1)mνj + 1/2, cj1cj2 = (2νj)
−1, 〈Sj1, Sj2〉 ≡ 1

[4]. Ðàññìîòðèì âåêòîð h = [hj]j=1,p, ãäå hj � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Ïîëîæèì Uj(yj) = σj2(yj) − hjσj1(yj), Vj(yj) = σj1(yj). Ïóñòü λ =
= ρ2, Im ρ ≥ 0, è ïóñòü e(x0, ρ) � ðåøåíèå Éîñòà [1] íà ðåáðå e0, à
ϕj(xj, λ) � ðåøåíèå íà ðåáðå ej ïðè óñëîâèÿõ Vj(ϕj) = 1, Uj(ϕj) = 0.

Çàôèêñèðóåì k = 1, p. Ïóñòü Ψk = {ψkj}j=0,p � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1) íà T , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñêëåéêè

ψkj(lj, λ) = ψk0(0, λ), j = 1, p,

p
∑

j=1

ψ′
kj(lj, λ) = ψ′

k0(0, λ) (2)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

Uj(ψkj) = δkj, j = 1, p, ψk0(x0, λ) = O(exp(iρx0)), x0 → ∞, (3)

ãäå δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ôóíêöèþ Mk(λ) := Vk(ψkk) áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèåé Âåéëÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèíû vk, à âåêòîð M(λ) =
= [Mk(λ)]k=1,p � âåêòîðîì Âåéëÿ.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Äàí âåêòîð ÂåéëÿM(λ), ïîñòðîèòü ïîòåíöèàë q
íà ãðàôå T è âåêòîð h.

2. Ôóíêöèè Âåéëÿ èìåþò âèä

Mk(λ) =
∆k(ρ)

∆(ρ)
,

ãäå
∆(ρ) = G0(λ)e

′(0, ρ)− g0(λ)e(0, ρ),

∆k(ρ) = Gk(λ)e
′(0, ρ)− gk(λ)e(0, ρ),

}

(4)

G0(λ) =

p
∏

j=1

ϕj(lj, λ), g0(λ) = G0(λ)

p
∑

j=1

ϕ′
j(lj, λ)

ϕj(lj, λ)
, (5)

à Gk(λ) è gk(λ) ïîëó÷àþòñÿ èç G0(λ) è g0(λ) çàìåíîé ϕ
(ξ)
k (lk, λ) íà

S
(ξ)
k2 (lk, λ), ξ = 0, 1. Îáîçíà÷èì Ωδ = {ρ : arg ρ ∈ [δ, π − δ]}. Çàôèêñèðóåì
k = 1, p, ξ = 0, 1 è xk ∈ (0, lk). Òîãäà ïðè |ρ| → ∞, ρ ∈ Ωδ, ñïðàâåäëèâû
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû:

ϕ
(ξ)
k (xk, λ) = (2i)−1bkρ

νk−1/2(−iρ)ξ exp(−iρxk)[1],

ψ
(ξ)
kk (xk, λ) = (bk)

−1ρ−νk−1/2(iρ)ξ exp(iρxk)[1],

Mk(λ) = b0k(bk)
−1ρ−2νk [1], [1] = 1 +O(ρ−δ), δ = min(1, 2Re ν1, . . . , 2Re νp).



















(6)

ãäå êîíñòàíòû bk è b0k âû÷èñëÿþòñÿ ïî ck1, ck2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ
ñêëåéêè (2) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3), âû÷èñëÿåì:

ψkk(xk, λ) = Sk2(xk, λ) +Mk(λ)ϕk(xk, λ), (7)

ψkj(xj, λ) =Mkj(λ)ϕj(xj, λ), j 6= k, ψk0(x0, λ) =Mk0(λ)e(x0, ρ), (8)

ãäå

Mkj(λ) =
e(0, ρ)ϕ1(l1, λ) · · ·ϕp(lp, λ)

∆(ρ)ϕk(lk, λ)ϕj(lj, λ)
, (9)

Mk0(λ) =
ϕ1(l1, λ) · · ·ϕp(lp, λ)

∆(ρ)ϕk(lk, λ)
.

Òåîðåìà 1. Çàäàíèå âåêòîðà Âåéëÿ M(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ïîòåíöèàë q íà T è âåêòîð h.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1) Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k = 1, p ðåøàåì âñïîìîãàòåëüíóþ

îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïî çàäàííîé ôóíêöèè Âåéëÿ Mk(λ) ïîñòðîèòü
ïîòåíöèàë qk íà ek è ÷èñëî hk. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû (6), ñîîòíîøåíèå (7) è ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1].
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2) Ñòðîèì ðåøåíèÿ ϕk(xk, λ) è Sk2(xk, λ) íà ðåáðå ek, à çàòåì
ψkk(xk, λ) ïî ôîðìóëå (7).

3) Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ñêëåéêè (2), âû÷èñëÿåì ψkj(lj, λ), j = 1, p:

ψkj(lj, λ) = ψkk(lk, λ).

4) Ñòðîèì Mkj(λ) èç ñîîòíîøåíèé (8):

Mkj(λ) =
ψkj(lj, λ)

ϕj(lj, λ)
.

5) Íàõîäèì G0(λ) è g0(λ) èç (5).

6) Âû÷èñëÿåì
∆(ρ)

e(0, ρ)
èç (9):

∆(ρ)

e(0, ρ)
=

ϕ1(l1, λ) · · ·ϕp(lp, λ)

Mkj(λ)ϕk(lk, λ)ϕj(lj, λ)
.

7) Ñòðîèì M0(λ) :=
e′(0, ρ)

e(0, ρ)
, èñïîëüçóÿ (4):

M0(λ) =
1

G0(λ)

( ∆(ρ)

e(0, ρ)
+ g0(λ)

)

.

8) Ðåøàÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó íà ðåáðå e0, ñòðîèì ïîòåíöèàë q0 ïî
èçâåñòíîé ôóíêöèè Âåéëÿ M0(λ) (ñì. [1]).

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è íà ãðàôå T è óêàçàëè êîíñòðóêòèâíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ
ýòîãî ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è
Íàöèîíàëüíîãî íàó÷íîãî ñîâåòà Òàéâàíÿ (ïðîåêòû 10-01-00099 è
10-01-92001-ÍÍÑ).
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