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Ðÿäû ýêñïîíåíò èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå êàê â àíàëèçå, òàê è â òåîðèè
÷èñåë. Ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò èçó÷àëèñü ìíî-
ãèìè ìàòåìàòèêàìè. Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò è èõ îáîáùåíèÿì ïðîâåäåíû À.Ô. Ëåîí-
òüåâûì [1, 2] è åãî ó÷åíèêàìè.

Ïóñòü L1(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
k � öåëàÿ ôóíêöèÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ1(r),

lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1 è òèïà σ1. Ïî îïðåäåëåíèþ ρ(r) íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííûì ïî-

ðÿäêîì, åñëè ñóùåñòâóåò lim
r→∞

ρ(r) = ρ, lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî âñå íóëè ôóíêöèè L1(λ) ïðîñòûå, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç {λk}
∞
k=1. Îáî-

çíà÷èì äàëåå ÷åðåç B � êëàññ öåëûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
èç ýòîãî êëàññà öåëàÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ2(r), lim

r→∞
ρ2(r) = ρ2 è òèïà

σ2 < γ ïðè ýòîì óòî÷íåííîì ïîðÿäêå è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ρ2 =
ρ1

ρ− 1
, (γρ2)

1/ρ2(2σ1ρ1)
1/ρ1 = 1. (1)

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò âàæíóþ
ðîëü èãðàåò èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

ωL1
(µ, F ) =

∞∑

k=0

ck

[
F (k−1)(0) + µF (k−2)(0) + · · ·+ µk−1F (0)

]
.

Ýòà ôóíêöèÿ â êëàññå B ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî µ, òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1). Èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
áûëà ââåäåíà è èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ À.Ô. Ëåîíòüåâà è ïðèìåíÿëàñü â
äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäîâ ýêñïîíåíò êàê â ðàáîòàõ À.Ô. Ëåîí-
òüåâà, òàê è â ðàáîòàõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ [3, 4]. Â äàëüíåéøåì áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà. Ïóñòü L(λ) = L1(λ)L2(λ), ãäå L1(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ óòî÷-

íåííîãî ïîðÿäêà ρ1(r), lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1 (ρ1 > 1) è òèïà σ1, L2(λ) � öåëàÿ

ôóíêöèÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ̃1(r), lim
r→∞

ρ̃1(r) = ρ1 (ρ1 > 1) è òèïà σ1.

Åñëè f ∈ B, òî

ωL(µ, f) = L1(µ)ωL2
(µ, f) + ωL1

(µ,Φ),Φ(z) = ML2
(f),
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ãäå ML2
(f) =

∞∑
k=0

bkf
(k)(z), L2(λ) =

∞∑
k=0

bkλ
k.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ â îñíîâíîì òàê æå, êàê äî-
êàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [2,
ñ. 225] äëÿ öåëûõ ôóíêöèé îáû÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Öåëîé ôóíêöèè f(z), f ∈ B, ïðèâåäåì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ðÿä
ýêñïîíåíò:

f(z) ∼
∞∑

k=1

Ake
λkz, Ak =

ωL1
(λk, f)

L′
1(λk)

. (2)

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè: åñëè âñå
êîýôôèöèåíòû ðÿäà (2) ðàâíû íóëþ, òî f(z) ≡ 0. Ïîýòîìó ôóíêöèþ f(z)
ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî êîýôôèöèåíòàì Ak [4]. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîò-
ðåí ñëó÷àé, êîãäà

L1(λ) =
∞∏

k=1

(
1−

λ

λk

)
e

λ

λk , λk > 0. (3)

Ìíîæåñòâî òî÷åê A = {λk} èìååò ïëîòíîñòü ∆ = lim
r→∞

n(r)
ρ1(r)

ïðè óòî÷íåí-

íîì ïîðÿäêå ρ1(r), lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1, 1 < ρ1 < 2 è λk+1 − λk > dλ
1−ρ1(λk)
k ,

k > k0, d > 0. Ôóíêöèÿ L1(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ1(r)
è òèïà σ = − π∆

sinπρ1
.

Ïóñòü B∗ � ïîäêëàññ öåëûõ ôóíêöèé èç B òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
f(z), ïðèíàäëåæàùàÿ B∗, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà:

ML1
(f) =

∞∑

k=0

ckf
(k)(z) = 0,

ãäå L1(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
k. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ∈ B∗ îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè,
òî f(z) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(z) ∈ B∗, òî ïðèìåíÿÿ ëåììó, ñôîðìóëè-
ðîâàííóþ âûøå, è (3), ïîëó÷àåì

f(z) =
∞∑

k=1

Ake
λkz, (4)

|Ak| < Be−hαk , αk = λ
ρ1
k , h > −π∆tg

πρ1

2
, B = const. (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ âî âñåé ïëîñêîñòè ðÿäîì ýêñïîíåíò (4), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
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èìåþò îöåíêó (5). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ãàøèìîâà [5], òàê êàê ôóíêöèÿ
f(z) îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè, f(z) ≡ 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàííîé òåîðåìå òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíê-
öèè f(z) êëàññó B∗ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äëÿ öåëîé ôóíêöèè, ïðè-
íàäëåæàùåé êëàññó B, ðÿä ýêñïîíåíò (2) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ, à òàêæå
ñõîäèòüñÿ íå ê ôóíêöèè f(z).
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1. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóð-
ìà � Ëèóâèëëÿ íà ãðàôå ñ êîðíåâûì öèêëîì. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è. Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ Øòóð-
ìà � Ëèóâèëëÿ íà äåðåâå (ò.å. íà ãðàôå áåç öèêëîâ) èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòå [1].

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô G âRm ñ âåðøèíàìè V = {v0, . . . , vr} è
ðåáðàìè E = {e0, . . . , er}, ãäå e0 � öèêë, v0 ∈ e0. Ãðàô èìååò âèäG = e0∪T,
ãäå T � äåðåâî ñ êîðíåì v0, âåðøèíàìè {v0, . . . , vr} è ðåáðàìè {e1, . . . , er},
ïðè÷åì T ∩e0 = v0 è v0 � ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà äëÿ T. Åñëè e = [v, w] � ðåá-
ðî (ñì. [1]), òî v � åãî íà÷àëüíàÿ òî÷êà, à w � åãî êîíå÷íàÿ òî÷êà; ãîâîðÿò,
÷òî e âûõîäèò èç v è çàêàí÷èâàåòñÿ â w. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé âåðøè-
íû v îáîçíà÷èì ÷åðåç R(v) := {e ∈ E : e = [v, w], w ∈ V } ìíîæåñòâî
ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç v. Äëÿ v ∈ V ïîëîæèì |v| � ÷èñëî ðåáåð ìåæäó v0
è v; ÷èñëî |v| íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì âåðøèíû v. Ïîðÿäêîì ðåáðà e ∈ E íà-
çûâàåòñÿ ïîðÿäîê åãî êîíå÷íîé òî÷êè. ×èñëî σ := maxj=1,r |vj| íàçûâàåòñÿ

âûñîòîé äåðåâà T. Ïóñòü V (µ) := {v ∈ V : |v| = µ}, µ = 0, σ � ìíîæåñòâî
âåðøèí ïîðÿäêà µ, à E (µ) := {e ∈ E : e = [v, w], v ∈ V (µ−1), w ∈ V (µ)},
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